Tom Cormery TP 2 info Groupe TP 31
Clément Dumeril

Ce TP a pour but de programmer et comparer différentes méthodes de résolution numérique d’un
systéme linéaire.

Nous programmerons deux méthodes directes: Gauss et LU, et quatre méthodes itératives :
Jacobi, Gauss-Seidel, Jacobi relaxée et Gauss-Seidel relaxée.

On étudiera aussi l'influence du critere d’arrét sur la précision de la solution et sur le nombre
d’itérations nécessaires.

Partie A:

Question 1 :
On a le systeme suivant :

{y” +y' +y=f(x) x€[0,2]
y(0) = 0.05, y(2)=0.05
ou f(x) =1—x?

On veut le mettre sous la forme Ay = f
On peut trouver A par la méthode des différences finies :
Pour toutientreletNona:

. (2+h)yis1 + (2-h)yi1 + (2h2-4)y;

2h?
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Question 3 :

In [8]: trace(solve gauss(A,f),solve lu(A,f))

On obtient :
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Les deux courbes sont superposées donc la méthode de Gauss et la méthode LU semblent
renvoyer le méme résultat.

Question 4 :
¥ = np.linalg.solve(A,¥f)
print(max(abs(solve gauss(A,f)- Y)))
print(max(abs(solve_lu(A,f)- Y)))
n [9]: runfile('E:/TP 2 a rendre code.py', wdir='E:")

]
. 522560269672795e-15
. 220446049250313e-16

2
2

Les écarts calculés pour les deux méthodes sont tres faibles, ces méthodes renvoient donc un

résultat satisfaisant.
Pour la méthode LU, I'écart est |égerement plus faible mais cela reste négligeable. Ainsi les deux

méthodes sont équivalentes.



Partie B :

Question 1 .
Par le cours on a les coefficients des matrices D, E, F suivants :
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Question 2 :

Voir le programme

Question 3 :

Pour Yo = np.zeros(N), on a la suite (Yk) qui converge pour GS et J. On regarde si elle converge bien
vers A1*f pour les deux méthodes.

Gauss-Seidel :
In [73]: max(abs(np.linalg.inv(A)@T - gauss seidel(A,f,10%*(-4))))

5.758851888881811e-05

Jacobi :

In [74]: max(abs(np.linalg.inv(A)@f - Jacobi2(A,f,10+*(-4))))

5.1873442651395596e-05

(Yx) converge vers A1*f pour GS et J donc les deux méthodes sont consistantes.

Vérifions maintenant que p(B) < 1 avec B la matrice d’itération de Gauss-Seidel puis de Jacobi.

In [87]: rayon spectralGS(A)

Gauss-Seidel :

(0.9993266797613974+07 )

B In [86]: rayon_spectralJ(A)
Jacobi : 0.9996632831915941

Dans les deux cas la condition est bien vérifiée.
Donc les méthodes J et GS convergent.



Question 4 :

Graphes de l'erreur pour la méthode de Jacobi en fonction du nombre d’itérations
Epsilon = 10
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Graphes de I'erreur pour la méthode de Gauss-Seidel en fonction du nombre d’itérations
Epsilon = 10
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Les deux méthodes convergent au bout d’un certain nombre d’itérations. On remarque que pour la
méthode de Jacobi il faut environ le double du nombre d’itérations nécessaires pour la méthode
de Gauss-Seidel.



Question 5 :

OnaY =np.linalg.solve(A,f)

In [108]: max(abs(Jacobi2(A,f,10**(-4)) - Y))

Jacobi :
5.187344265150662e-05
In [101]: max(abs{gauss seidel(A,f,10%*(-4 - Y
Gauss-Seidel : - - {absig = ( (-4)) )
5.758851888898464e-05
Question 6 :

Graphe du nombre d’itérations en fonction du paramétre de relaxation w pour les méthodes de
Gauss-Seidel relaxée et de Jacobi relaxée
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Pour w>1, la méthode de Jacobi relaxée diverge, d'ou le nombre d’itérations qui diminue
brusquement a partir de w=1.

Pour Gauss-Seidel, plus le paramétre de relaxation w est grand, plus le nombre d’itérations est
faible. Ainsi pour résoudre le systeme donné dans ce TP, il est préférable de choisir un w proche de
1,9.



Estimation du nombre d’itérations nécessaires pour la convergence :

a) Jacobi : tableau du nombre d’itérations analytique pour epsilon de 10! 3 10°®

In [11]: ItJ

array([ 6837.19183067, 13674.38366135, 20511.57549202, 273
34185.95915337, 41023.15098405])

Gauss-Seidel : tableau du nombre d’itérations analytique pour epsilon de 10 a 10

In [12]: ItGS

array(|[ 3418.59591534—[—3.j , B837. 191823E168—El.j o lEIZE-E-.]'B]']'-—'IEEll—EI.j -
13674.38366135-0.], 17092.97957669-08.], 20511.5754592083-08.7]1)

Nombre d’itérations en fonction d’epsilon pour les méthodes de Jacobi et Gauss-Seidel :
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Le nombre d’itérations analytique est légerement supérieur au nombre d’itérations numérique
pour les deux méthodes. C’est un résultat satisfaisant.

On ajoute la courbe du double du nombre d’itérations de Gauss-Seidel :
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On voit que la courbe du nombre d’itérations numérique de Gauss-Seidel est superposée avec la
courbe du nombre d’itérations numérique de Jacobi. On en déduit que la méthode de Gauss-Seidel
a besoin deux fois moins d’itérations que la méthode de Jacobi.

Temps de calcul en fonction de la tolérance epsilon :

temps de calcul (en seconde)
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epsilon

On remarque que la méthode de Gauss-Seidel va deux fois plus vite que celle de Jacobi.

b) On définit un deuxieme critére d’arrét pour Gauss-Seidel que 'on compare au premier :

Evolution du nombre d’itérations en fonction de la tolérance epsilon pour les criteres A et B
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Evolution de 'erreur en fonction de la tolérance epsilon pour les critéeres A et B
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Plus epsilon est petit, plus il y a d’itérations pour les deux critéres.
On voit que l'erreur est d’autant plus faible qu’epsilon est petit pour le critere A. Cependant pour le
critére B I'erreur devient acceptable seulement lorsqu’epsilon est plus petit que 10-.

Graphe de la solution ylinalg et des solutions calculées par notre méthode de Gauss-Seidel pour les
criteres A et B en fonction de x pour chaque valeur d’epsilon
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Epsilon =10~ :
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Epsilon = 10*:

0.40 - ]
— ¥ linalg

035 - ¥ gauss seidel CA
— ¥ gauss seidel CB

0.30 1

025 1

= 020 1

015 A

010

0.05 1

0.00 -

! ! ! !
000 025 050 075 100 125 1500 175 200
X



Epsilon =103 :
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Epsilon =101 :
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On remarque que plus epsilon est petit plus les solutions sont précises. Cela se vérifie d’autant plus
avec le critére B dont la solution est totalement erronée avec un epsilon trop grand.

Pour le critere A, la solution de Gauss Seidel commence a devenir satisfaisante pour un epsilon
inférieur a 102. Alors que pour le critére B, la solution de Gauss Seidel commence a devenir
satisfaisante pour un epsilon inférieur a 10~ voire 10°®.

c) Conclusion :
Il existe plusieurs critéres d’arrét. Dans ce TP nous avons testé le critere A pour les méthodes de
Jacobi et Gauss-Seidel et le critére B uniqguement pour Gauss-Seidel.
Pour le critére A, Jacobi doit faire deux fois plus d’itérations que Gauss-Seidel et a un temps de
calcul deux fois plus élevé. Gauss-Seidel semble donc étre la méthode a utiliser parmi les deux si
on veut optimiser le temps de calcul.
Nous avons ensuite comparé le critere A avec le critére B pour la méthode de Gauss Seidel et nous
pouvons conclure que le critére B n’est pas adapté a notre probléme. En effet, son utilisation
nécessite une tolérance trés faible et donc beaucoup d’itérations ce qui implique un temps de
calcul plus long.



